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1. Einfihrung

Eine Option gibt ihrem Inhaber das Recht, ein bestimmtes Gut (Basisinstrument oder
Underlying) zu einem vorab festgelegten Preis (Basispreis oder Strike) innerhalb
oder am Ende einer bestimmten Frist (Laufzeit) zu erwerben oder zu verauf3ern.
Steht dem Inhaber das Recht auf den Erwerb des Gutes zu, so liegt eine Kaufoption
(Call), andernfalls eine Verkaufsoption (Put) vor. Falls das Recht wahrend der ge-
samten Laufzeit in Anspruch genommen werden darf, spricht man von einer ameri-
kanischen Option; eine européaische Option kann vom Inhaber ausschlie3lich am
Verfalltag ausgetbt werden. Als Underlying bérsengehandelter Optionen sind insbe-
sondere Aktien, Devisen, Rohstoffe bzw. Waren und Zinsinstrumente gebrauchlich.
Daneben besitzen jedoch auch andere, nicht notwendigerweise bdrsengehandelte
Zahlungsanspruche den Charakter von Optionen. So kann etwa das Eigenkapital
einer haftungsbeschrankten Kapitalgesellschaft als Call auf das gesamte Unterne h-
mensvermdgen gedeutet werden. Wird eine Zahlungsverpflichtung an die Glaubiger
fallig, die den Wert des gesamten Unternehmensvermdogens tberschreitet, so verfallt
der Anspruch der Eigentimer wertlos. Auch die fur eine Unternehmung bestehende
Maoglichkeit, ein bestimmtes Investitionsprojekt durchzufiihren, kann als (Real-)Option
interpretiert werden. In diesem umfassenderen Sinne kénnen letztlich alle bedingten
Anspruche (engl.: state contingent claims) auf zukilnftige Zahlungen als Optionen

bzw. Portfolios aus Optionen aufgefasst werden.

Das Problem der Bestimmung eines theoretisch richtigen, ,fairen“ Preises fir derarti-
ge bedingte Anspriche ist Gegenstand der Optionspreistheorie, die fur viele Berei-
che der betrieblichen Finanzwirtschaft grol3e Bedeutung besitzt und deren Erkennt-
nisse in jungster Zeit auch zunehmend auf die Investitionstheorie ausstrahlen. Im
Jahre 1973 erzielten Fischer Black und Myron Scholes in der Entwicklung einer L6-
sung fur das Optionsbewertungsproblem einen entscheidenden Durchbruch. lhre
mittlerweile berihmte Black-Scholes-Formel stellt bis heute das zentrale Werkzeug
zur Optionsbewertung in einem zeitstetigen Modellrahmen dar. In Anerkennung sei-
ner Verdienste wurde Myron Scholes im Jahre 1997 — zusammen mit Ro-
bert C. Merton, der ebenfalls als einer der Vater der modernen Optionspreistheorie
angesehen werden kann und der u. a. fir seine ebenfalls 1973 publizierten Modell-

prazisierungen und -ergédnzungen geehrt wurde — mit dem Nobelpreis fur Wirt-



schaftswissenschaften ausgezeichnet. Fischer Black wurde die Ehrung nur deshalb

nicht zuteil, weil er im Jahre 1995 verstarb (vgl. Wenger/Kaserer, 1998, S. 29).

Obwohl die Black-Scholes-Formel aufgrund ihrer immensen Bedeutung fur Theorie
und Praxis mittlerweile einen festen Platz im Curriculum der betrieblichen Finanzwirt-
schaft einnimmt, bleibt der Zugang zu dieser immer noch vielen Studierenden, Prak-
tikern und Lehrenden verschlossen. Die Formel selbst wird haufig als ,black box®
empfunden. Dies hat seine Ursache in den anspruchsvollen mathematischen Hilfs-
mitteln und Notationen (z. B. die Warmeaustauschgleichung der Physik oder die sto-
chastische Integrationstheorie mit dem sog. 1t6-Theorem), die in den Originalbeitra-
gen von Black/Scholes (1973) und Merton (1973) verwendet werden. Angesichts die-
ser Schwierigkeiten wird in der deutschsprachigen Lehrbuchliteratur zur betrieblichen
Finanzwirtschaft teilweise auf eine Herleitung ganz verzichtet (vgl. z. B. Dru-
karczyk, 1993, S. 608 f.; Kruschwitz, 1999, S. 266 f.), teilweise wird eine solche nur
bruchstiickhaft prasentiert (vgl. z. B. Perridon/Steiner, 1999, S.325 ff.; Fran-
ke/Hax, 1999, S. 369 ff. oder Spremann, 1996, S. 647 ff.). Uhlir/Steiner (2000,
S.238 ff. i.V. m. 323 ff.) leiten in ihrem Lehrbuch zur Wertpapieranalyse die Black-
Scholes-Formel in Anlehnung an Cox/Ross/Rubinstein (1979) als Grenzfall aus dem
auf Sharpe (1978, S. 366 f.) zuriickgehenden binomialen Optionspreismodell her.
Auch die beiden ,klassischen* Einfuhrungsbeitradge zur Optionspreistheorie von Kru-
schwitz/Schobel (1984) und Kesting/Schulte-Mattler (1992a, 1992b) stellen das Bi-
nomialmodell zur Verdeutlichung der Grundidee in den Mittelpunkt und gehen auf
den komplexen Grenziubergang zur Black-Scholes-Formel nur am Rande ein, da die-
ser wiederum eine Vielzahl mathematischer Satze und Hilfsmittel erfordert (vgl. zu
einer prazisen Darstellung z. B. Musiela/Rutkowski, 1998, S. 40 ff.).

In diesem Beitrag wird dagegen eine direkte Herleitung der Black-Scholes-Formel zur
Bewertung einer Kaufoption europaischen Typs auf eine Aktie vorgestellt, die auf
dem Prinzip der risikoneutralen Bewertung basiert und die mit elementaren mathe-
matisch-statistischen Hilfsmitteln auskommt. Diese Art der Bewertung, deren Grund-
gedanke auf Cox/Ross (1976) zuriickgeht, wird deshalb als ,risikoneutral® bezeich-
net, weil die Bestimmung des theoretisch richtigen Barwertes eines bedingten An-
spruchs unter bestimmten Bedingungen ohne Beschréankung der Allgemeinheit unter

der Fiktion erfolgen kann, dass alle Wirtschaftssubjekte risikoneutral waren. Eine



Formel fur die korrespondierende européische Verkaufsoption kann leicht analog
oder mit Hilfe der sog. Put-Call-Paritat gewonnen werden. Die in dem Lehrbuch zur
Kapitalmarkttheorie von Loistl (1993, S. 188 ff.) prasentierte, auf Borch (1984) zu-
rickgehende Herleitung weist mit dem hier beschrittenen Vorgehen insofern eine
gewisse Ahnlichkeit auf, als auch dort die Annahme eines log-normalverteilten Akti-
enkurses den Ausgangspunkt bildet und von der Substitutionsregel der Integralrech-
nung Gebrauch gemacht wird. Allerdings fehlt dort der Bezug zum Prinzip der risiko-
neutralen Bewertung. Ein solcher findet sich in den englischsprachigen Lehrblchern
zu Finanzderivaten von Stoll/Whaley (1993, S. 200 ff.) und Hull (2000, S. 251 i. V. m.
S. 268 ff.). Die dort prasentierten Darstellungen sind jedoch sehr untbersichtlich und

zudem fehlerhaft.

Das Ziel dieses Beitrags besteht darin, eine Herleitung der Black-Scholes-Formel zu
liefern, die auf dem 6konomisch einleuchtenden Prinzip der risikoneutralen Bewer-
tung basiert und von einem (angehenden) Wirtschaftswissenschafter mit mathema-
tisch-statistischer Grundausbildung nachvollzogen werden kann. Der Beitrag will die
bereits existierenden einfihrenden Beitrdge durch das Aufzeigen eines alternativen,
starker wahrscheinlichkeitstheoretisch gepragten Zugangs zu diesem zentralen Re-
sultat der Optionspreistheorie ergédnzen und damit auch eine Lucke in der (Lehr-

buch-)Literatur schliel3en.

Zunachst wird die im Modell unterstellte Aktienkursverlaufshypothese naher erlautert
(Abschnitt 2.1). Aus der formalen Darstellung der Kursdynamik resultiert dabei eine
sehr einfache Verteilungsannahme flr den zukinftigen Aktienkurs. Im Anschluss wird
das Prinzip der risikoneutralen Bewertung vorgestellt, dessen Anwendbarkeit fr die
Herleitung gegeben sein muss (Abschnitt 2.2). Abschnitt 3 bildet mit der direkten
Entwicklung der Black-Scholes-Formel aus den Annahmen den Kern des Beitrags.
Die Ausfuhrungen werden anhand eines durchgehenden Zahlenbeispiels verdeut-
licht. Abschnitt 4 enthalt einige abschlieRende Bemerkungen zu den Anwendungs-
gebieten der Black-Scholes-Formel sowie den Forschungsrichtungen im Bereich der

Derivate.



2. Annahmen

2.1. MODELLIERUNG DES AKTIENKURSES

2.1.1. Geometrische Brownsche Bewegung

Der Preis bzw. Kurs einer Aktie A im Zeitpunkt t1 [0; T| sei im Folgenden mit S; be-

zeichnet. T kennzeichnet den Zeitpunkt, an dem die zu bewertende européische
Call-Option auf diese Aktie verfallt. Der Zeitraum T -t soll — wie in der Praxis (b-
lich— in Jahren gemessen werden. Im Zeitpunkt t ist zwar der aktuelle Aktienkurs auf
dem Wertpapiermarkt beobachtbar, die aus Sicht dieses Zeitpunkts in der Zukunft
liegenden Kurse sind im Zeitpunkt t jedoch unsicherheitsbehaftet. Um eine konkrete
Formel fur die Bewertung der Option im Zeitpunkt t =0 ableiten zu kénnen, ist eine —
nach Mdglichkeit realitditsnahe und mathematisch einfach handhabbare — Annahme
Uber die zuklnftige Aktienkursentwicklung unabdingbar. Fir die hier betrachtete eu-
ropaische Option mit Falligkeit im Zeitpunkt t=T ist es dabei von zentraler Bedeu-

tung, eine Aussage Uber die Verteilung des Aktienkurses bei Falligkeit (St ) treffen

zu konnen.

Die Normalverteilung mit Mittelwert a und Varianz b? sei im Weiteren mit N(a;bz)

bezeichnet, Dichte- und Verteilungsfunktion der Standard-Normalverteilung seien
durch

X

i (% :%pexp(- %xz) und F(x) :_(3' (u) du 1)

definiert.

Die Modellierung der Entwicklung des Aktienkurses im Zeitablauf erfolgt mit Hilfe ei-
nes stochastischen Prozesses. Um einen solchen realitatsnah zu konstruieren, wird

unterstellt, dass der Aktienkursverlauf einem Trend sowie einem unsicheren Einfluss



(,Noise") unterliegt. Konkret wird ein auch als Brownsche Bewegung (kurz: BM, engl.:

Brownian Motion) bekannter Prozess der Form

ds,

S =mdt+sxdz mit nl IR, s>0 (2)
t

angenommen. Die stochastische Differentialgleichung (2) charakterisiert das Verhal-
ten der relativen Aktienkursanderung bzw. der Aktienrendite im Zeitablauf. Die bei-

den Parameter m und s werden als Drift bzw. Volatilitat bezeichnet. Hier soll ledig-

lich eine intuitive Interpretation von (2) anhand der Betrachtung eines kleinen Zeitin-
tervalls Dt erfolgen. (Vgl. z. B. Klump, 1985, S. 183, zur genauen Definition und den
Eigenschaften der BM vgl. z. B. Hull, 2000, S. 220 ff. oder Nielsen, 1999, S.5 ff.)

Mit DS; als Kursanderung in einem kleinen Zeitintervall Dt — z. B. gemessen als
Bruchteil eines Jahres — gilt:
DS -
S—=m><Dt+s><Dz U DS;=mS;XDt+s>5;xDz. (3)
t
Ausgehend von einem im Zeitpunkt t beobachtbaren Aktienkurs S; wird erwartet,
dass sich dieser innerhalb von Dt zum einen um mXS; XDt andert — die GréRe n:Dt

ist also der Erwartungswert der Aktienrendite flr ein Zeitintervall Dt. Zusatzlich zu
diesem Trend unterliegt der Aktienkurs einem zufalligen Einfluss: Definiert man die
GroRRe Dz uber

Dz:=ex/Dt mit e~N(0;1), 4)

so gibt s /Dt die Standardabweichung der Aktienrendite im Zeitintervall JDt an.
Zusammenfassend ist damit festzuhalten, dass die relative Aktienkursanderung bzw.

die Aktienrendite innerhalb eines kleinen Zeitintervalls Dt gemaf3
Bt oot +s xex/Dt O ?w(mxu;szxu) (5)

einer Normalverteilung mit Erwartungswert n:Dt und Varianz s 2 xDt unterliegt.
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Der Ausdruck (2) beschreibt das Rendite- und damit auch das Kursverhalten der Ak-
tie beim Grenzubergang Dt® 0, d. h. fur ein infinitesimales Fortschreiten der Zeit.

Somit gibt m in (2) den Erwartungswert der stetigen Aktienrendite an. (Vgl. zur steti-

gen Verzinsung etwa Luderer/Wurker, 1997, S. 102 f.). Fur den Aktienkurs selbst
wird damit ein exponentieller Kursverlauf erwartet. s ist fur Dt ® 0 als sog. Momen-

tan-Standardabweichung der stetigen Aktienrendite zu deuten.

Der Aktienkursprozess, der sich aus der Renditemodellierung gemalf3 (2) ergibt, wird
auch als Geometrische Brownsche Bewegung (kurz: GBM, engl.: Geometric Brow-
nian Motion) bezeichnet. Es sei angemerkt, dass der Grund fur die Modellierung der
Aktienrendite gemal (2) bzw. (3) anstatt des eigentlichen Aktienkursprozesses darin
zu sehen ist, dass bei der Annahme einer BM fiir die Aktienrendite das Auftreten ne-

gativer Aktienkurse ausgeschlossen ist.

Beispiel. Abb. 1 zeigt den simulierten Kursverlauf fur eine Aktie A, deren Kursent-
wicklung binnen eines Jahres — ausgehend von einem aktuellen Kurs von

Sp =100 (GE) — durch eine GBM mit den Parametern n=12% p.a. und

s =20% p. a. (bei stetiger Verzinsung) beschrieben wird.

Aktienkurs (S)
A

120
115
110 A

105 P

100 Ly Zeit (1)
0,2 0,4 0,6 08 10

Abb. 1: Geometrische Brownsche Bewegung als Modellprozess fiir die

Aktienkursentwicklung



2.1.2. Log-normalverteilte Aktienkurse

Nachdem im vorigen Abschnitt die Modellierung des Aktienkurses eingeftihrt wurde,
wird im Folgenden der logarithmierte Aktienkursprozess betrachtet, aus dem Typ und
Parameter der Kursverteilung im Falligkeitszeitpunkt T der Option unmittelbar ables-
bar sind. Mit Hilfe des sog. Lemmas von Itd (vgl. z. B. Hull, 2000, S. 229 ff., Nielsen,
1999, S. 52 ff. oder Klump, 1985, S.183 ff.) kann aus (2) die Prozessgleichung fur

In(St) als

dIn(St) = g}n %%dt +s xdz 6)

bestimmt werden. Wéahrend bei der Modellierung gemaf (2) eine BM fir die stetige
Aktienrendite unterstellt wurde, erhalt man tber (6) eine BM fir den logarithmierten
Aktienkurs selbst — beide Prozesse beschreiben dabei jedoch denselben Aktienkurs-

verlauf.

Fur die angestrebte Bewertung der europaischen Kaufoption wird lediglich eine Aus-
sage Uber die Aktienkursverdnderung zwischen t=0 und t=T bendtigt. Wie hier
nicht ndher dokumentiert werden soll (vgl. dazu z. B. Hull, 2000, S. 225 ff.), folgt aus

den elementaren Eigenschaften des Prozesses (6):

In(ST)~N§Fn(SO)+§?n- %EXT; % XT% (7)

D. h. der logarithmierte Aktienkurs am Verfalltag der Option, In(ST), ist normalverteilt

mit den Parametern

Eln(sr))=in(So) + - 7§T und ®)

Var(in(St))=s 2 xT . 9)




(Vgl. zu diesen Parametern z. B. auch Franke/Hax, 1999, S. 369 oder Loistl, 1993,
S.193 u. 195))

Um nun mit Hilfe von (7) zu einer Aussage Uber die Verteilung von St zu gelangen,

vergegenwartige man sich, dass eine Zufallsvariable genau dann log-normalverteilt

ist, wenn ihr Logarithmus naturalis In(ST) normalverteilt ist — mit den Parametern
E(n(St)) und Var(n(St)). Fur die standardisierte Zufallsvariable folgt dann eine

Standard-Normalverteilung:

In(ST ) E('”(ST )) - N(O; 1)_ (10)

w/VarilniST H

Mit P als Wahrscheinlichkeitsmaf3 gilt fiir die Verteilungsfunktion G(ST) der Zufalls-
variablen St (vgl. z. B. Bosch, 1992, S. 275, 263; im Weiteren werden Zufallsvaria-

blen mit Gro3buchstaben, Realisationen mit Kleinbuchstaben bezeichnet):

G(s1) =P(S1 £ 57)=P(n(S1) EInsy))= Fg““(ST)' Ensr)e )

Uber In(x) '= % x >0 erhalt man unter Beachtung der Tatsache, dass die Dichtefunk-

tion der Standard-Normalverteilung | der ersten Ableitung der Verteilungsfunktion

F entspricht, mittels Kettenregel aus (11) die ausschlie3lich fir positive Werte er-

klarte Dichtefunktion g(sT) des log-normalverteilten Aktienkurses zur Zeit T zu

aan (st )- E(in ST)) 1 1
glst)= =) g Var(In(St)) JVar(In(ST)) St 12)
bzw. ausgeschrieben:
g(st) = L (st )} (S 9,1 ¢ s, (13)

xeX| ES ’
J2pwar(in(s1)) pé 2¥var(In(St)) 5 ST



Einsetzen von (8) und (9) fuhrt auf:

e 4 2620
¢ %g"—TQ-%S—QxTQ -
g(sT)=;>exp9-l>g S0 & %o + Txl g >0. (14)
J2psx/T ¢ 2 c sx/T L TSt T
g ¢ g5

Formel (14) zeigt noch einmal, dass gemald der Modellierung nach Abschnitt 2.1.1.
lediglich Aktienkursen grof3er null eine positive Wahrscheinlichkeitsmasse zugeord-
net wird. Man beachte, dass im Gegensatz zur Normalverteilung fur die Log-
Normalverteilung aufgrund ihrer Rechtsschiefe Mittelwert, Median und Modus nicht

Ubereinstimmen — vgl. hierzu auch die nachfolgende Abb. 2.

Ein Call wird am Verfalltag nur dann ausgeibt, wenn die Realisation des Aktienkur-
ses Uber dem Basispreis K liegt, d. h. die Option am Verfalltag einen positiven inne-
ren Wert (St - K) besitzt; andernfalls verféallt der Call wertlos. Die Austubungswahr-
scheinlichkeit lasst sich aus der Verteilungseigenschaft des Aktienkurses durch Ein-
setzen von (8) und (9) in (11) sowie aufgrund der Symmetrie der Standard-

Normalverteilung, 1- F(u): F(— u), wie folgt ermitteln:

) Fgﬁ_r in(K)- n(So)- - ;;Tg_ F@g%og@- ;ng (15)
e ST MO S,
e 2 e 2

Beispiel. Betrachtet werde erneut die Aktie A; die modelltheoretische Verteilung des
Aktienkurses in einem Jahr (t =1) ist in Abb. 2 veranschaulicht. Zu bestimmen sei
nun die Auslibungswahrscheinlichkeit fir eine in einem Jahr verfallende europaische

Call-Option auf die Aktie A bei einem Basispreis von K =110.




Einsetzen der gegebenen Werte in (15) liefert

gﬁ’n(@)ﬁﬁlz - 0—529 19

110
P(St >110)= Fé T ?_+» F(0,0234)» 05093 250,93 %.

(%]

Die Ausuibungswahrscheinlichkeit ist in Abb. 2 als Flache unter der Dichtefunktion
g(sT) gekennzeichnet.

g(s7)

0,0175 ¢
0,0150 ¢
0,0125 ¢
0,0100 ¢
0,0075 ¢
0,0050 ¢
0,0025 ¢

P(ST >110)

Aktienkurs
75 100 125 150 175 200 (1)

Abb. 2: Modelltheoretische Log-Normalverteilung des Aktienkurses

2.2. ANWENDBARKEIT DES PRINZIPS DER RISIKONEUTRALEN BEWERTUNG

Nachdem die Frage nach der unterstellten Verteilung des Aktienkurses bei Falligkeit
der Option geklart ist, wollen wir uns dem Prinzip der risikoneutralen Bewertung au-

wenden, welches insbesondere unter folgenden Annahmen anwendbar ist:

- Auf dem Wertpapiermarkt wird neben einer Aktie A auch ein risikoloses Wert-

papier mit konstanter, sicherer stetiger Verzinsung r gehandelt.
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- Der Handel auf dem betrachteten Wertpapiermarkt verlauft kontinuierlich, d. h.
ohne zeitliche Unterbrechungen, und vollkommen friktionsfrei. Insbesondere

existieren keine Transaktionskosten und Steuern.

- Beide Wertpapiere sind beliebig teilbar und Leerverkaufe sind uneingeschrankt

mdglich. Weiter sei von Dividendenzahlungen in der Periode [O; T] abstrahiert.

- Der Kurs der Aktie A folgt einer durch (2) bzw. (6) beschriebenen GBM.

Der Wert einer européischen Kaufoption auf die Aktie A mit Basispreis K ist im Fal-

ligkeitszeitpunkt T eine unsicherheitsbehaftete Grolie, die mit Cy bezeichnet sei.

Dieser hangt von der Hohe des Aktienkurses St bei Falligkeit ab. Es gilt:

Ct =max (St - K;0). (16)

Gesucht ist der theoretisch richtige, ,faire” Wert der Kaufoption Cy im Zeitpunkt t = O,

d. h. derjenige Preis, zu dem diese Kaufoption in t =0 auf dem Wertpapiermarkt ge-

handelt werden musste.

Wenn ein aus der Aktie A und dem risikolosen Wertpapier zusammengesetztes
Portfolio konstruiert werden kann, welches sich im Zeitablauf derart umschichten
lasst, dass das Portfolio bei Falligkeit der Kaufoption in t=T bei jeder mdglichen
Aktienkursrealisation genau den gleichen Wert besitzt wie die Kaufoption, dann muss
der gesuchte Preis der Kaufoption dem Preis in t =0 dieses Portfolios entsprechen.
Man spricht von einem selbstfinanzierenden Duplikations- oder Replikationsportfolio
bzw. auch von einer Bewertung durch Duplikation. Der Preis der Kaufoption ergibt
sich aus dem Gesetz des Einheitspreises (,law of one price*), wonach identische
Zahlungsanspruche bei Arbitragefreiheit den gleichen Preis aufweisen mussen. Ware
dieses Gesetz verletzt und wirde die Kaufoption zu einem anderen als genau die-
sem Preis gehandelt, so konnten rational handelnde Marktteilnehmer, die die Fehl-

bewertung unmittelbar erkennen wurden, risikolose Arbitragegewinne realisieren.

11




Derartige Profitmoéglichkeiten kdnnen auf einem friktionsfreien Wertpapiermarkt je-

doch nicht (dauerhaft) existieren.

Aus einer bestehenden Duplikationsmoglichkeit ergibt sich fur die Bewertung der
Call-Option folgende Konsequenz: Wenn tatséchlich ein die Kaufoption duplizieren-
des Portfolio aus Aktie und risikolosem Wertpapier konstruiert werden kann, dann
muss der Preis der Option bei jeder mdglichen Risikoneigung der Marktteilnehmer
dem Preis dieses Duplikationsportfolios entsprechen. Die Praferenzen der Marktteil-

nehmer spiegeln sich lediglich im Aktienkurs Sy und im risikolosen Zinssatz r wider

und gehen damit nur indirekt in den fairen Call-Preis Cg ein. Insofern spielt die Risi-

koneigung der Marktteilnehmer fiir die Bewertung der Call-Option keine Rolle; diese
ist préaferenzfrei. Insbesondere kann unter diesen Umstanden bei der Bewertung der
Call-Option ohne Beschréankung der Allgemeinheit auch Risikoneutralitdt der Wirt-
schaftssubjekte unterstellt werden (vgl. Cox/Ross, 1976, S. 153; Trautmann, 1995,
Sp. 1481). Die Fiktion einer risikoneutralen Welt stellt dann keine Beeintrachtigung
der Aussagekraft des Bewertungsergebnisses dar, so dass die sich einstellenden
Bewertungsergebnisse nicht nur in einer risikoneutralen, sondern auch in der realen
Welt gelten (vgl. Hull, 2000, S. 249).

Bei der nachfolgenden Herleitung der Black-Scholes-Formel zur Bewertung der Call-
Option wird eine risikoneutrale Welt unterstellt. Damit wére eigentlich zunachst ein-
mal zu zeigen, wie das selbstfinanzierende Duplikationsportfolio, dessen Existenz fur
die Gultigkeit des nachfolgend ermittelten Optionspreises in der realen Welt unter-
stellt werden muss, aussieht und wie es in Abhangigkeit von der Aktienkursentwick-
lung im Zeitablauf umgeschichtet wird. Da dieser Nachweis selbst, der auf den ein-
gangs dieses Abschnitts genannten Eigenschaften des betrachteten Wertpapier-
markts und der Annahme einer GBM fir den Aktienkurs basiert und der fur die Opt-
onspreistheorie zweifellos von fundamentaler Bedeutung ist, jedoch fur die nachfol-
gende Herleitung nicht bendtigt wird (und zudem mathematisch anspruchsvoll ist),

sei hier nur auf die Literatur (vgl. Irle, 1998, S. 231 ff.) verwiesen.

12



3. Herleitung

Der faire Preis Cq einer europdischen Call-Option zum Zeitpunkt t=0, diein t=T
zum Kauf einer Aktie A zum Basispreis K berechtigt, kann grundséatzlich bestimmt
werden, indem der Erwartungswert des Wertes der Call-Option bei Falligkeit mit ei-

nem stetigen risikoadjustierten Zinssatz s auf den Zeitpunkt t =0 diskontiert wird:
Co =e ¥ E(Ct). (17)

Dabei bezeichnet E() den Erwartungswertoperator. Der Kalkulationszinssatz s

spiegelt den Erwartungswert der Rendite einer Alternativanlage gleichen Risikos wi-
der. Dieser — auch als Risikozuschlagsmethode bekannte — Bewertungsansatz stellt
eine in der Investitionstheorie sehr gebrauchliche Vorgehensweise dar. Der Erwar-

tungswert des Wertes der Call-Option bei Falligkeit ist leicht zu bestimmen. Mit g(st)
als Dichtefunktion der log-normalverteilten Zufallsvariablen St aus Formel (6) ergibt
sich der Erwartungswert von Ct zu (vgl. zum Erwartungswert der Funktion einer

Zufallsvariablen z. B. Bosch, 1992, S.198 ff.):

¥
E(CT) = E(max(ST - K; 0)): c‘;nax(s-r - K;O)>g(sT) dst
° (18)

¥
= fst - K)xglst) dst.
K

Fraglich ist allerdings, wie der fur (17) benétigte, dem Risiko der Call-Option ad-
aquate Zinssatz s bestimmt werden soll. Hier hilft die Fiktion einer risikoneutralen
Welt weiter: Wenn auf dem betrachteten Wertpapiermarkt alle Teilnehmer risikone u-
tral waren, existierten keine Risikopramien. Die Erwartungswerte der Renditen aller
gehandelten Wertpapiere entsprachen dem risikolosen Zins (vgl. Cox/Ross, 1976,
S. 153). Damit entsprache auch der fur die Call-Option adaquate risikoadjustierte

Zinssatz s dem stetigen risikolosen Zinssatz r:

S=r. (19)
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Wird auch bei der Bestimmung des Erwartungswerts des Call-Werts die Fiktion einer
risikolosen Welt zugrunde gelegt und der Erwartungswertoperator in einer risikone u-
tralen Welt mit E(.) bezeichnet, so ergibt sich der gesuchte Call-Wert zu (vgl. Hull,
2000, S. 251; Irle, 1998, S. 154; Smithson, 1998, S. 225 sowie auch Nippel, 1996,
S.110):

Co=e ™ xE(Ct). (20)

Man kann den Erwartungswert in einer risikoneutralen Welt (kurz: den risikoneutralen
Erwartungswert) als Sicherheitsaquivalent deuten. Um dieses zu ermitteln, ist an-
stelle der realen Dichtefunktion g(S+) die risikoneutrale Dichtefunktion §(S+), d. h.
die sich unter der Fiktion allgemeiner Risikoneutralitat ergebende Dichtefunktion zu
verwenden. Da in einer risikoneutralen Welt keine Risikopramien existieren, ent-
spricht auch der Erwartungswert der stetigen Rendite der Aktie A dem risikolosen

Zinssatz:
n=r. (22)

Mit (21) erhalt man aus (14) die folgende risikoneutrale Dichtefunktion des Aktienkur-

ses bei Falligkeit der Option:

& @g@gé%f?

A — 1 c. 1 09 g . +.1

§(67)= T o8 O e (22)
g ¢ 2 5
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Die risikoneutrale Ausibungswahrscheinlichkeit einer européaischen Call-Option er-

gibt sich mit P fiir das risikoneutrale WahrscheinlichkeitsmaR durch die Verwendung
von (22) in (15):

z (23)

Beispiel. Bei einem risikolosen stetigen Zins von r =4 % p. a. erhalt man fur die Op-

tion aus dem vorigen Beispiel Gber (23) eine risikoneutrale Austibungswahrschein-

lichkeit von

an(m)ﬁ% 04.0220,40

¢Mi10/§ > .

P(St >110)= Fé o> F(-03766)» 03523 2 3523 %.
5

Abb. 3 zeigt den Zusammenhang zwischen der Aktienkursverteilung im realen und im
risikoneutralen Fall anhand der Kursmodellierung aus den vorigen Beispielen: Wie
die logarithmische Notierung des Aktienkurses auf der Abszisse deutlich werden
lasst, bewirkt der Ubergang von der realen in eine risikoneutrale Welt lediglich eine
Linksverschiebung der Dichtefunktion der Aktienkursverteilung (vgl. zu einer &hnli-
chen Darstellung etwa Pfennig, 1998, S. 42 ff.). Der Verschiebung der Dichtefunktion

liegt eine Transformation der Brownschen Bewegung nach (6) zugrunde, die zwar die
Drift verandert — (m- 52/2) wird in (r- 52/2) tberfuhrt —, jedoch ohne Auswirkungen
auf die Volatilitat bleibt. (Dieser Umstand kann formal mit Hilfe des Satzes von Girsa-

nov gezeigt werden; vgl. Irle, 1998, S. 153 f. sowie ausfuhrlich Zimmermann, 1998,
S.134ff.)

Damit erklart sich auch die rechnerisch festgestellte geringere Ausubungswahr-
scheinlichkeit des Calls bei Risikoneutralitat; die Differenz P(St >K)- P(St >K) ist

in Abb. 3 als Flache gekennzeichnet.
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Risikoneutrale Dichtefunktion

A
2,0 /

Reale Dichtefunktion

W

|
|
15 | l
|

| P(St >110)- P(St >110)
|
1,0 | |
1
1
1
1
05 r :
In(110) |

: > Log. Aktienkurs
. . . , . n
425 450 4,75 500 525 550 (In(s0)

Abb. 3: Risikoneutrale Bewertung durch Verschiebung der Dichte-

funktion fur die logarithmierten Aktienkurse

Analog zu (18) ergibt sich mit (22) der risikoneutrale Erwartungswert von Cy zu:

¥ ¥ ¥
E(Ct)= st - K)d(st) dst = ¢pr *(sT) dst - Kxcfi(st) ds . (24)
K K K

Um zum Optionswert Cy zu gelangen, ist dieser Ausdruck gemaf3 (21) mit dem risi-

kolosen Zinssatz r zu diskontieren:

¥ ¥
Co =e " E(Ct)=e " xgpr G(sT) dst - Ke "™ x§(s7) dst . (25)
K K
=B, =B,

Formel (25) lasst den ©6konomischen Kern der Black-Scholes-Optionspreisformel

transparent werden: Der faire Optionspreis Cg ist nichts anderes als der mit Hilfe des

risikolosen Zinssatzes ermittelte Barwert eines Sicherheitsdquivalents. Dieses Si-
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cherheitsdquivalent ist der unter der Fiktion allgemeiner Risikoneutralitat ermittelte

Erwartungswert des Wertes der Call-Option bei Falligkeit.

Nachfolgend werden die Terme B; und B, naher betrachtet und mit Hilfe der risiko-

neutralen log-normalen Aktienkursverteilung explizit berechnet. Als Ergebnis dieser

Umformungen ergibt sich die Black-Scholes-Optionspreisformel.

Fir B, erhalt man durch Einsetzen von (22):

: & BEF Ll
Bx=(Q »exp$- 1&; 06€ 75 Tdst
K«/Z_p>8-|->sx«\/f ¢ 2 C sx/T + 7
g e 2 5 (26)
¥ gﬁ“%%é?%%qu
_KOST>SX\/?>1§ sxT ; ST

Nun wird das Argument von | durch v ersetzt. Mit Hilfe der Substitutionsregel (vgl.

etwa Luderer/Wiurker, 1997, S. 367 f.) erhalt man:

2

insr)- fso) §- £

ng

Z_ U

v=f(st):= o 27
dv 1 -
= U st %/T xdv = dst.
dst st x/T T T

und damit bei Verwendung der Symmetrieeigenschaft der Standard-Normalverteilung
folgenden Ausdruck fur (26):
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in(<) n(so - §- 25
2
¥ ¥ sxT
o (v)dv = o] (v) dv =1- 0] (v)dv
(<) (k) In(So)- §- S 5% ¥
%)
sx/T
2000 @ hK)- 2070
. FS%(K) In(So ) g? . ?Tzng_ In(K)- In(So) é? - ;T: -
; SxIT M sxIT :
e g € a
g0
=F¢ -~ 2 ..
& e
:=d2
Nun betrachte man den Term B4 und setze wiederum (22) ein:
1
> <) . 20
¥ ¢ | ShEe & 2070 =
B, =e ™ xg ST >exp$- lé Sosé 29 | ~ds
! KO«/Z_pxsszx\/? ¢ 2¢ ST 21 T
§ e g 29)
S5TO & 52040
—e- T :Z‘) 1 )ﬂ?ngog? ZEXT:dST
K> X\ﬁ ¢ s%/T +
e a

Auch hier wird gemalR (27) substituiert. Allerdings ist zusatzlich das verbleibende st

unter Verwendung der Umkehrfunktion zu f folgendermalf3en zu ersetzen:

ST =f'1(v)=exp8% x\/?xv+ln(80)+g?- i9><T+
) (30)

2 . =
=S g xexpes /T W +§?- S70x79
e 23 o

Die Variablensubstitution in (29) liefert folgendes Ergebnis:

18



f(K)
¥
. 2 o 65 (31)
e g e™ x o) exp%%x\/?w-sfgﬁ'() v
) o
26
In(K)-In(Sq)- g ST%:T
S‘\ﬁ
Durch Ausschreiben der Funktion | und Zusammenfassen der Exponentialterme
erhalt man mittels binomischer Formel:
So Y ®v2 ., /T ssz(")d
— X expes ——+s x - =—xdv
J2p 0 ) PE 2 2 g
in(K }- In(So - &r- S5
§ 25
T (32)
_ So \ & 1 0
==X expe: =\v-sx/T) =dv
2p an (20 8 2( ) %]
In(K)-In(Sg)-Sr- -7
ez,
sNT
Mit einer zweiten Substitution,
_ oAU
u=v-sxT U d——lU du=dv, (33)
v
ergibt sich aus (32):
s ¥ ¥
Tox (‘pxp(- %uz)du =S % g Ldu . (34)
2p ® 20 ® 20
In(K )- In(Sq)- §r- =1 In(K )- In(Sg)- §r- =% - $2
§ 26 o uT € %5
sx/T sxIT

Mit den bereits aus der Behandlung von B, bekannten Umformungen erhalt man

schlieRRlich:
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£ k) infso) §5 o2
¢ 2 b s
: 0 & In(k)-In(So )- &+ 2
Sp %1 5 (U) du+=Sq * &- o
0% (¥)(u) UT 0 C ox/T ;
: L -
g g (35)
%g@_owhﬁ%é
CgK 2 :
=Sy F¢ ‘ZgT 2.
g -
e (4]

Damit ist gezeigt, dass sich (25) in die nachfolgende Darstellung tberfihren lasst:

Co =S ¥ (dp)- Kxe™™ x= (d,) mit (36)

d undd2=d1-sxﬁ.

|n§09+3 +S
1= sx/T

Das Ergebnis der Umformungen entspricht der Black-Scholes-Formel (vgl.
Black/Scholes, 1973, S. 644, Gleichung (13)).

Beispiel. Fur die europaische Aktien-Call-Option aus den vorigen Beispielen erhalt

man mit Hilfe von (36) einen Wert von

0 O 0 O

g? (i20)+2%) 04+ 5 ﬂ>1_ 004 a?n(ﬂg)@'ﬂb 04- Og Ia>1_

Co =100xF¢ +-110 %" xFC +
g 0,241 < g 0,2Ji +

o o

»100xF (- 01766)- 1105~ %94 x= (- 0,3766)
»100>0,4299 - 110>0,9608 50,3532
» 5,66 (GE).
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4. Schlussbetrachtung

AbschlieBend sei noch einmal darauf hingewiesen, dass eine in Anlehnung an
Cox/Ross (1976) unter der Fiktion allgemeiner Risikoneutralitat vorgenommene Be-
wertung nur dann auch zu aulR3erhalb einer risikoneutralen Welt gultigen Ergebnissen
fuhrt, wenn die Moglichkeit der Duplikation des zu bewertenden Anspruchs besteht
und wenn zudem Arbitragefreiheit herrscht. Nur unter diesen Umstdnden lasst sich
der faire Preis allein aus den exogen gegebenen Preisen anderer Wertpapiere er-
mitteln. Diese Bedingung lasst bereits die prinzipiellen Grenzen optionspreistheoreti-
scher Bewertung sichtbar werden: Wenn die Bewertung eines Anspruchs durch Du-
plikation moglich ist, dann ist dieser letztlich redundant. Insofern stellt die Black-
Scholes-Formel ein Instrument zur Ableitung fairer Preise von Optionen dar, deren
Existenz bei Unterstellung der Richtigkeit der Modellannahmen nicht gerechtfertigt
werden kann. Jeder Marktteilnehmer konnte dann namlich die von ihm gewinschte
Option aus Underlying und risikolosem Wertpapier — quasi als ,homemade option* —
selbst herstellen. Ein eigenstandiger Handel von Optionskontrakten ware tberfllssig.
Die Notwendigkeit, Optionen als eigenstandige Wertpapiere zu handeln, besteht nur
dann, wenn diese gerade nicht aus anderen gehandelten Wertpapieren perfekt dupi-
ziert werden koénnen. Ist dies jedoch der Fall, so ist das Black-Scholes-
Bewertungsergebnis grundsatzlich anzuzweifeln (vgl. zu dieser Dilemma-Situation
Zimmermann, 1998, S. 240 f.).

Trotz der offenkundigen, realiter vorliegenden Pramissenverletzungen erfreut sich die
Black-Scholes-Formel in der Praxis grof3er Beliebtheit und ihr Anwendungsgebiet
wurde bzw. wird im Laufe der Zeit immer weiter ausgedehnt (vgl. etwa zur Bewertung
von realen, mit Investitionsprojekten verbundenen Handlungsspielrdumen Brea-
ley/Myers, 2000, S. 619 ff., sowie zur Berechnung von Pramien fir Kreditausfallrisi-
ken im Bankgeschaft Hartmann-Wendels/Pfingsten/Weber, 2000, S. 667 ff.). Dane-
ben kommt insbesondere den numerischen Verfahren zur Wertevaluierung bei kom-
plex strukturierten Derivaten, z. B. pfadabhangigen Optionen auf mehrere Underly-
ings, eine grol3e praktische Bedeutung zu, da hier in der Regel keine geschlossenen
Bewertungsformeln gefunden werden kénnen (vgl. hierzu z. B. Wilkens, 2000). Einen

aktuellen Uberblick (ber die seit den bahnbrechenden Beitrdgen von
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Black/Scholes (1973) und Merton (1973) rapide angewachsene optionspreistheoreti-

sche Forschung vermitteln die Beitrage von Chance (1999) und Sundaresan (2000).
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